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摘　要　序贯三支决策方法是一种能够表示问题中的多重层次粒度,并将多粒度结合起来解决不确定决策问题的有

效途径.优势Ｇ等价关系粗糙集则是针对条件属性具有偏好关系的分类问题,提取有序信息,对目标概念进行近似,从

而形成决策知识.利用传统的优势关系粗糙集方法进行知识约简和提取的效率低下,而目前大部分序贯三支决策方

法则局限在符号值属性的信息系统中,对连续值和有序值不能进行有效处理,造成一定程度的信息丢失.因此,将序

贯三支决策的思想应用于优势关系粗糙集模型中,定义了一种新的基于序贯三支决策的属性约简及相应的属性重要

度,对具有偏好值属性的信息系统进行更加高效的处理,通过多粒度的表示和关系的研究,加速了知识约简过程.选

取了多组 UCI数据进行实验,结果表明所提出的基于优势关系的序贯三支决策方法能够在保证约简质量的基础上明

显降低时间耗费.
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Abstract　SequentialthreeＧwaydecisionisaneffectivewaytosolveproblemsundermultiplelevelsgranularity．DomiＧ
nanceＧequivalencerelationbasedroughsetapproachcanbeusedtohandleclassificationproblemsforconditionalattriＧ
buteswithpreferenceordered,extractrelatedinformation,approximatetargetconceptsandfinallyformthedecisionＧ
makingknowledge．ThetraditionaldominancerelationＧbasedroughsetsmodelisverytimeconsumingforknowledgereＧ
ductionandextraction,however,mostofcurrentsequentialthreeＧwaydecisionmodelsarelimitedtoinformationsysＧ
temsofsymbolicattributes,whichcannotprocesscontinuousandordinalvalueseffectively,andwillcauseacertaindeＧ

greelossofinformation．Therefore,thispaperappliedtheideaofsequentialthreeＧwaydecisionstothedominancerelaＧ
tionＧbasedroughsetsmodels,definedanewattributereductionmethodbasedonsequentialthreeＧwaydecisionsandthe
correspondingattributeimportancemeasure,andthenacceleratedtheprocessingofinformationsystemswithordinalatＧ
tributes．Finally,theefficiencyofknowledgereductionisimprovedthroughmultiplegranularityrepresentationsandreＧ
lationships．SeveralUCIdatasetsareselectedforexperiments．TheresultsshowthattheproposedsequentialthreeＧdeＧ
cisionmethodbasedondominancerelationscanreducethetimeconsumptionnoticeablyandguaranteethequalityofthe
attributereduction．
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１　引言

粗糙集理论是近年来发展起来的一种处理不精确、不确

定及模糊信息的软件计算工具.传统的粗糙集模型只能处理

名义型符号值数据,对解决实际问题具有很大的局限性.为

了处理带有偏好值的数据,Greco等[１]最早基于优势关系定

义了优势类和上下联合的上近似和下近似,其能够有效地利

用条件属性和决策中的有序信息,并提取相应的决策知识.



王国胤等[２]研究了条件属性具有偏好值而决策为分类的多准

则分类问题,提出了正域约简的概念;李艳等进一步针对多准

则分类问题,考虑不协调目标信息系统,在条件属性中引入优

势关系,在决策属性上引入等价关系,并定义了相应的近似

集、属性重要度和约简[３];后又于２０１７年提出了一种基于优

势Ｇ等价关系的快速正域约简方法[４].在决策问题的研究中,

研究者基于多软件概念,在软集理论中将对象包含在决策类

的价值集中,用于发现基于偏好关系的对象之间的关系[５].

另一方面,为了更好地处理不确定的信息,姚一豫等[６Ｇ８]提出

了决策粗糙集理论模型,此类模型通过应用贝叶斯决策理论

确定了两个阈值,而后再对论域进行分类.基于人类解决问

题的思维特点,Yao等[９Ｇ１１]最先提出三支决策理论,用粗糙集

理论中的概率正域、负域和边界域来体现接受、拒绝和延迟决

定３种不同的决策.该理论模拟了人类思维,适用于解决不

确定决策问题.近年来,三支决策被广泛应用于实际应用领

域中,如投资管理[１２]、聚类分析[１３Ｇ１４]、人脸识别[１５]、属性约

简[１６Ｇ１７]和其他问题[１８Ｇ１９].姚一豫等[２０]于２０１１年又提出了序

贯三支决策,实现了一种渐进式计算的粒度计算思想,利用粗

细不同的粒度表示与多粒度之间的关系,能够有效提高知识

约简和提取的效率.在此基础上,Qian等[２１]提出了动态粒化

下的序贯三支决策的属性约简方法,并将序贯三支决策的思

想应用于决策粗糙集模型,避免了决策修正带来的大量计算

耗费.目前的序贯三支决策方法主要是处理不带偏好关系的

符号值数据,为了扩展序贯三支决策的应用,将其用于处理连

续值和带有偏好关系的符号值数据,我们把序贯三支决策的

思想引入到优势Ｇ等价关系的粗糙集模型中.首先给出优势Ｇ
等价关系下的概率近似、概率正域、负域和边界域的定义;然

后进一步建立相应的属性约简方法.实验说明,该方法在保

证了属性约简效果的同时,降低了计算耗费.

本文第２节分别回顾决策粗糙集模型和基于优势Ｇ等价

关系的粗糙集模型的概念;第３节给出基于优势Ｇ等价关系的

序贯三支决策的概念;第４节给出优势关系下的序贯三支决

策的属性约简、相应的属性重要度以及相应的属性约简的算

法;第５节给出实验结果以说明算法的有效性;最后总结全文

并提出对未来的展望.

２　基本知识

定义１(决策表)　决策表定义为四元组S＝(U,A,V,

I),其中U 是对象的有限非空集合,即论域U＝{x１,x２,􀆺,

xn};A＝C∪D 是非空属性集,其中C＝{c１,c２,􀆺,cm}是条件

属性集,D 是决策属性集;V 是所有属性值的集合;I:U×A→

V 是U 中的对象x 到V 的映射.为了简单起见,假设 D＝
{d},其中d 是有k 个不同决策值的决策属性,且Vd ＝{１,

２,􀆺,k}.通过考虑原始决策属性的笛卡尔积,一个多重决策

属性可以转化成一个单个决策属性.

定义２(等价关系和等价类,以及基于等价类的划分)　
设B⊆A,B的一个等价关系定义为IND(B)＝{(x,y)∈U×

U|∀a∈B,Ia(x)＝Ia(y)},其中Ia(x)表示对象x在属性a
下的属性值.由不可分辨关系IND(B)诱导的划分由U/

IND(B)表示.为了简便,用U/B 来表示U/IND(B).对象

x的等价类定义为[x]IND(B)＝{y∈U|(x,y)∈IND(B)}＝{y∈
U|∀b∈B,Ib(x)＝Ib(y)}. 类 似 地,用 [x]B 来 代 替

[x]IND(B).

基于上述定义,决策属性集D 对论域U 的划分为U/D＝
{D１,D２,􀆺,Dk},条件属性B 对论域的划分表示为U/B＝
{B１,B２,􀆺,Br}.

定义３(优势关系、优势类)　给定P⊆C且x∈U,优势关

系定义为R≤
P ＝{(xi,xj)∈U×U|Ia(xi)≤Ia(xj),∀a∈P}.

论域中一个对象x的优势类定义为:[x]≤
P ＝R＋

P (x)＝{y∈U|

xR≤
Py}＝{y∈U|Ia(y)≥Ia(x),∀a∈P},其中,R＋

P 是优于x
的集合,称为x的PＧ优势集[１].

条件属性集C决定的优势类为U/R≤
C ＝{[x１]≤

C ,[x２]≤
C ,􀆺,

[xn]≤
C }.

定义４(优势Ｇ等价关系)　对于条件属性集C 的任意子

集B(即∀B⊆C)和决策属性集D,定义:

R≤
B ＝{(xi,xj)∈U×U|Il(xi)≤Il(xj),∀al∈B}

RD＝{(xi,xj)∈U×U|Il(xi)＝Il(xj),∀al∈B}

定义５[３](基于优势Ｇ等价关系的近似集)　对于P⊆C,

在优势Ｇ等价关系下,所有确定属于决策类 Di 的对象的集合

构成Di 的PＧ下近似,记作P(Di);所有可能属于Di 的对象集

构成Di 的PＧ上近似,记作P(Di),即:

P(Di)＝{x∈U:R＋
P (x)⊆Di}

P(Di)＝{x∈U:R＋
P (x)∩Di≠Ø},对于t＝１,２,􀆺,k

定义６[７Ｇ８](决策粗糙集中的近似集、正域、边界域和负

域)　 设B⊆C,考虑决策类 Di 关于划分U/B 的近似集,由
贝叶斯决策理论确定两个参数α和β,概率下近似和上近似有

如下定义:

P(α,β)
U/B (Di)＝{x∈U|p(Di|[x]B)≥α}＝ ∪

p(Di|[x]
B
)≥α

[x]B

P(α,β)
U/B (Di)＝{x∈U|p(Di|[x]B)＞β}＝ ∪

p(Di|[x]
B
)＞β

[x]B

其中,p(Di|[x]B)是等价关系[x]B 中的对象x 属于Di 的条

件概率,即p(Di|[x]B)＝|[x]B∩Di|
|[x]B|

.

对应以上的近似集,则正域、边界域和负域的定义如下:

POS(α,β)
U/B (U/B)＝ ∪

１≤i≤k
　P(α,β)

U/B (Di)

BND(α,β)
U/B (U/B)＝ ∪

１≤i≤k
(P(α,β)

U/B (Di)－P(α,β)
U/B (Di))

NEG(α,β)
U/B (U/B)＝U－POS(α,β)

U/B (U/B)∪BND(α,β)
U/B (U/B)

经典的粗糙集模型可以看成是概率粗糙集模型的特殊情

况,即当α＝１,β＝０时的模型.

３　基于优势Ｇ等价关系的序贯三支决策

本节结合传统的序贯三支决策方法和基于优势关系粗糙

集的模型提出:优势Ｇ等价关系下的概率近似集,优势Ｇ等价关

系下的概率正域、边界域和负域,优势Ｇ等价关系下的动态粒

序及目标概念的近似集,优势Ｇ等价关系下的l级动态粒序,

目标概念的近似集及优势Ｇ等价关系下的l级动态粒序及目

标概念的正域、边界域和负域的概念,建立基于优势Ｇ等价关

系的决策粗糙集理论和方法,进一步引入序贯三支决策的思

想,进而提出相应的约简算法.

定义７(优势Ｇ等价关系下的概率近似集)　 类似于决策
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理论粗糙集,在优势关系粗糙集中引入一对阈值α和β(０≤

β＜α≤１),α和β是由贝叶斯决策理论程序确定的,因此,给

定一对阈值α和β(０≤β＜α≤１),对Q⊆C 决策类Di 关于

[x]≤
Q 的上近似和下近似可分别定义为:

P(α,β)
R≤

Q
(Di)＝{x∈U|p(Di|[x]≤

Q )＞β}＝ ∪
p(Di|[x]≤

Q )＞β

[x]≤
Q

P(α,β)
R≤

Q
(Di)＝{x∈U|p(Di|[x]≤

Q )≥α}

＝ ∪
p(Di|[x]≤

Q )≥α
[x]≤

Q (１)

其中,p(Di|[x]≤
Q )表示决策类Di 中对象属于优势类[x]≤

Q 的

概率,即p(Di|[x]≤
Q )＝|Di∩[x]≤

Q|
|[x]≤

Q|
.

定义８(优势Ｇ等价关系下的概率正域、边界域和负域)　
对应于定义７的正域、边界域和负域可分别定义为:

POS(α,β)
R≤

Q
(U/D)＝ ∪

１≤i≤k
　P(α,β)

R≤
Q

(Di)

BND(α,β)
R≤

Q
(U/D)＝ ∪

１≤i≤k
(P(α,β)

R≤
Q

(Di)－P(α,β)
R≤

Q
(Di))

NEG(α,β)
R≤

Q
(U/D)＝U－POS(α,β)

R≤
Q

(U/D)∪BND(α,β)
R≤

Q
(U/D)

(２)

显然,当α＝１,β＝０时,该模型是优势关系粗糙集,属于

基于优势关系的决策理论粗糙集的特殊情况.

定理１　给定决策表S＝(U,A,V,I),Q⊆C,Q 是C的真

子集.U/D＝{D１,D２,􀆺,Dk},对于x∈U,定义m(D|[x]≤
Q )＝

max
Di∈U/D

|[x]≤
Q ∩Di|

|[x]≤
Q|

,则有:

x∈POS(α,β)
R≤

Q
(D)⇒

x∈POS(α,β)
R≤

C
(D),m([x]≤

C ,D)≥α

x∉POS(α,β)
R≤

C
(D),m([x]≤

C ,D)＜α{
证明:假设x∈POSα

R≤
Q
(D),则满足m([x]≤

Q ,D)≥α,Q⊂C,有

Q≠C,则对于∀Di∈U/D,有:

|[x]≤
C ∩Di|

|[x]≤
C| ≥|[x]≤

Q ∩Di|
|[x]≤

Q|
或

|[x]≤
C ∩Di|

|[x]≤
C| ＜|[x]≤

Q ∩Di|
|[x]≤

Q|
因此有两种结果:

(１)m([x]≤
C ,D)≥α;

(２)m([x]≤
C ,D)＜α.

对于(１),存在 Di∈U/D 满足|[x]≤
C ∩Di|

|[x]≤
C| ≥α,于是有

p(Di|[x]C)≥α,从而x∈POS(α,β)
R≤

C
(D)＝ ∪

Di∈U/D
POS(α,β)

R≤
C

(Di);

对于(２),有 ∀Di ∈U/D,|[x]≤
C ∩Di|

|[x]≤
C| ＜α 成 立,因 此 x∉

POS(α,β)
R≤

C
(D).

由定理１可知,优势Ｇ等价关系下的正域不一定会随着属

性的增加而增加,因此,在加入新的属性时,可能需要决策

更正.

基于以上定义,进一步引入序贯三支决策的思想,通过不

同的粒度表示粗糙集模型的３个域.级别较低的粒度较粗,

级别较高的粒度较细,较高级别需要较大的α阈值和较小的β
阈值,因此,阈值满足下列关系:

０≤βm≤βm－１≤􀆺≤β１＜α１≤α２≤􀆺≤αm≤１
优势关系下第l级的(αl,βl)Ｇ下近似和(αl,βl)Ｇ上近似

如定义９所示.

定义９(优势Ｇ等价关系下动态粒序及目标概念的近似集)

对于决策表S,令Q１⊆Q２⊆􀆺⊆Qm 是条件属性集的序列,给

定P≤
m ＝{R≤

１ ,R≤
２ ,􀆺,R≤

m },R≤
t 是由Bt(t＝１,２,􀆺,m)诱导

的优势关系.给定一个序P≤
l ＝{R≤

１ ,R≤
２ ,􀆺,R≤

l }(１≤l≤m)

和一个动态阈值参数序列(α,β)l＝{(α１,β１),(α２,β２),􀆺,(αl,

βl)},在当前造粒序P≤
l 下,(αl,βl)的下近似P

Ul(αl,βl)

R≤
l

(Dl
i)和

(αl,βl)的上近似P
Ul(αl,βl)

R≤
l

(Dl
i)可定义为:

P
Ul(αl,βl)

R≤
l

(Dl
i)＝{x|p(Dl

i|[x]≤
Rl

)≥αl,x∈Ui}

P
Ul(αl,βl)

R≤
l

(Dl
i)＝{x|p(Dl

i|[x]≤
Rl

)＞βl,x∈Ui}
(３)

其中,U１＝U,Ul＋１＝P
Ul(αl,βl)

R≤
l

(Dl
i)－P

Ul(αl,βl)

R≤
l

(Dl
i),论域逐渐缩

减,Dl
i 表示在划分Ul/D 中包含x 的等价类.

定义１０(优势Ｇ等价关系下l级动态粒序及目标概念的近

似集)　对于决策表S,令Q１⊆Q２⊆􀆺⊆Qm 是条件属性集的

序列,给定P≤
m ＝{R≤

１ ,R≤
２ ,􀆺,R≤

m },R≤
t 是由Bt(t＝１,２,􀆺,

m)诱导的优势关系.给定一个序 P≤
l ＝{R≤

１ ,R≤
２ ,􀆺,R≤

l }

(１≤l≤m)和一个动态阈值参数序(α,β)l＝{(α１,β１),(α２,

β２),􀆺,(αl,βl)},在当前造粒序P≤
l 下,关于 Di 的P(α,β)l

l 下

近似P
(α,β)l
P≤
l

(Di)和P(α,β)l
l 上近似P

(α,β)l
P≤
l

(Di)的定义如下:

P
(α,β)l
P≤
l

(Di)＝ ∪
１≤t≤l

　PUt(αt,βt)

R≤
t

(Dt
i)

＝ ∪
１≤t≤l

{x|p(Dt
i|[x]≤

Rt
)≥αt,x∈Ut}

P
(α,β)l
P≤
l

(Di)＝ ∪
１≤t≤l

　PUt(αt,βt)

R≤
t

(Dt
i)

＝ ∪
１≤t≤l

{x|p(Dt
i|[x]≤

Rt
)＞βt,x∈Ut}

(４)

其中,U１＝U,Ul＋１＝PUl(αl,βl)

R≤
l

(Dl
i)－PUl(αl,βl)

R≤
l

(Dl
i),论域逐渐缩

减,Dl
i 表示在划分Ul/D 中包含x 的等价类.

定义１１(优势Ｇ等价关系下l级动态粒序及目标概念的正

域、边界域和负域)　对于决策表S,令Q１⊆Q２⊆􀆺⊆Qm 是

条件属性集的序列,给定P≤
m ＝{R≤

１ ,R≤
２ ,􀆺,R≤

m },R≤
t 是由

Bt(t＝１,２,􀆺,m)诱导的优势关系.给定一个序P≤
l ＝{R≤

１ ,

R≤
２ ,􀆺,R≤

l }(１≤l≤m)和一个动态阈值参数序列(α,β)l＝
{(α１,β１),(α２,β２),􀆺,(αl,βl)},在当前造粒序P≤

l 下,一个决

策划分U/D＝{D１,D２,􀆺,Dk},在粒化序列Pl 下U/D 的近

似集为:

P
(α,β)l
P≤
l

(D)＝{P
(α,β)l
P≤
l

(D１),P
(α,β)l
P≤
l

(D２),􀆺,P
(α,β)l
P≤
l

(Dk)},

P
(α,β)l
P≤
l

(D)＝{P
(α,β)l
P≤
l

(D１),P
(α,β)l
P≤
l

(D２),􀆺,P
(α,β)l
P≤
l

(Dk)}

根据以上定义,基于优势关系的关于目标决策划分U/D＝
{D１,D２,􀆺,Dk}的概率正域、边界域和负域可定义为:

POS
(α,β)l
P≤
l

(D)＝ ∪
１≤i≤k

　P
(α,β)l
P≤
l

(Di)

BND
(α,β)l
P≤
l

(D)＝ ∪
１≤i≤k

(P
(α,β)l
P≤
l

(Di)－P
(α,β)l
P≤
l

(Di)) (５)

NEG
(α,β)l
P≤
l

(D)＝U－POS
(α,β)l
P≤
l

(D)∪BND
(α,β)l
P≤
l

(D)

根据以上定义,下面来说明优势关系下的关于目标决策

划分U/D 的概率正域的单调性.

定理２　给定一个决策表S,令Q１⊆Q２⊆􀆺⊆Qm 是条件

属性集的序列,给定P≤
m ＝{R≤

１ ,R≤
２ ,􀆺,R≤

m },R≤
t 是由Bt(t＝

１,２,􀆺,m)诱 导 的 优 势 关 系.给 定 一 个 序 P≤
l ＝ {R≤

１ ,
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R≤
２ ,􀆺,R≤

l }(１≤l≤m),在现有的粒序Pl 下,给定一个动态

阈值参数序列(α,β)l＝{(α１,β１),(α２,β２)􀆺,(αn,βn)}和一个

决策划分U/D＝ {D１,D２,􀆺,Dk},对 于 任 意 粒 序 P≤
l ,有

POS
(α,β)１
P≤

１
(D)⊆POS

(α,β)２
P≤

２
(D)⊆􀆺⊆PSO

(α,β)l
P≤
l

(D).

证明:对于任意的两个动态粒化序Pj＋１和Pj,其中Pj＋１＝

Pj∪{Rj＋１},POS
(α,β)j＋１

P≤
j＋１

(D)＝ POS
(α,β)j
P≤
j

(D)∪ ∪
１≤i≤k

　

PUj＋１(αj＋１,βj＋１)

R≤
j＋１

(Dj＋１
i ).因 此,POS

(α,β)j
P≤
j

(D)⊆POS
(α,β)j＋１

P≤
j＋１

(D)

成立,进而POS
(α,β)１
P≤

１
(D)⊆POS

(α,β)２
P≤

２
(D)⊆􀆺⊆POS

(α,β)１
P≤

１
(D)

成立.

上述定理说明正域随着属性的增加而增大,因此能够有

效避免决策修订.

算例　考虑一个简单决策表,如表１所列.其中,论域

U＝{x１,x２,x３,x４,x５,x６,x７,x８,x９,x１０},条件属性C＝{a１,

a２,a３,a４,a５,a６,a７},决策属性 D＝{d}.给定序P≤
３ ＝{R≤

１ ,

R≤
２ ,R≤

３ },其中,R≤
１ ,R≤

２ ,R≤
３ 分别是由{a２,a７},{a２,a７,a３,

a６},{a２,a７,a３,a６,a５}诱导的偏序关系.通过贝叶斯决策理

论确 定 的 阈 值 (α,β)３ ＝ {(０．８５,０．５５),(０．９５,０．５),(１,

０．４５)}.

表１　算例中的决策表

Table１　Decisiontableinexample

U a１ a２ a３ a４ a５ a６ a７ d
x１ ２ １ １ １ ２ ３ １ ２
x２ １ ２ ２ １ ２ １ ３ ３
x３ １ ２ ３ １ １ １ ２ ２
x４ １ ２ ３ １ ２ ３ ３ ３
x５ ２ １ １ ２ ２ １ ３ ２
x６ １ ３ １ １ ２ ２ ３ ２
x７ ２ ３ ３ ３ １ ３ ２ ２
x８ ２ ３ １ １ １ ２ １ ２
x９ ３ ２ ３ １ ２ ３ １ ３
x１０ ３ ２ ３ ３ ３ １ １ １

令U１＝U,U/D＝{{x１０},{x１,x３,x５,x６,x７,x８},{x２,

x４,x９}}.

(１)第一层的优势类

U１/R≤
１ ＝{{x１,x２,x３,x４,x５,x６,x７,x８,x９,x１０},{x２,

x４,x６},{x２,x３,x４,x６,x７},{x２,x４,x６},{x２,

x４,x５,x６},{x６},{x６,x７},{x６,x７,x８},{x２,

x３,x４,x６,x７,x８,x９,x１０},{x２,x３,x４,x６,x７,

x８,x９,x１０}}

POS
(α,β)１
P≤

１
(D)＝ ∪

１≤i≤k
　P

(α１,β１)

R≤
１

(Di)

＝P
(α１,β１)

R≤
１

(D１
１)∪P

(α１,β１)

R≤
１

(D１
２)∪P

(α１,β１)

R≤
１

(D１
３)

＝{x６,x７,x８}

(２)更新减少的论域

U２＝P
(α,β)１
P≤

１
(D)－P

(α,β)１
P≤

１
(D)＝{x１,x２,x３,x４}

U２/D＝{{x１,x３},{x２,x４}}

U２/R≤
２ ＝{{x１,x４},{x２,x４},{x３,x４},{x４}}

POS
(α,β)２
P≤

２
(D)＝{x２,x４,x６,x７,x８}

(３)进一步更新减少的论域

U３＝P
(α,β)１
P≤

１
(D)－P

(α,β)１
P≤

１
(D)＝{x１,x３}

U２/D＝{{x１,x３}}

U３/R≤
３ ＝{{x１},{x３}}

POS
(α,β)３
P≤

３
(D)＝{x１,x２,x３,x４,x６,x７,x８}

可以看出,由于每层的论域都是上一层的边界域而不是

所有论域,随着属性的增加,论域逐渐减少,所要计算的范围

即论域逐渐减小,这会显著降低计算正域所需要的时间和存

储耗费.

定理３　给定一个决策表S,令Q１⊆Q２⊆􀆺⊆Qm 是条件

属性集的序列,给定P≤
m ＝{R≤

１ ,R≤
２ ,􀆺,R≤

m },R≤
t 是由Bt(t＝

１,２,􀆺,m)诱 导 的 优 势 关 系.给 定 一 个 序 P≤
l ＝ {R≤

１ ,

R≤
２ ,􀆺,R≤

l }(１≤l≤m),在现有的粒序P≤
l 下,给定一个动态

阈值参数序列(α,β)l＝{(α１,β１),(α２,β２),􀆺,(αl,βl)}和一个

决策划分U/D＝{D１,D２,􀆺,Dk}.存在最小整数t∈{１,

２,􀆺,m}使得POS
(α,β)t
P≤
t

(D)＝POS
(α,β)t＋１

P≤
t＋１

(D)＝􀆺＝POS
(α,β)m
P≤

m

(D)成立.

证明:根据定理２,有POS
(α,β)１
P≤

１
(D)⊆POS

(α,β)２
P≤

２
(D)⊆􀆺⊆

POS
(α,β)l
P≤
l

(D),显然,必然存在t∈{１,２,􀆺,m}使得POS
(α,β)t
P≤
t

(D)＝POS
(α,β)m
P≤

m
(D),因 此,有 POS

(α,β)t
P≤
t

(D)＝POS
(α,β)t＋１

P≤
t＋１

(D)＝􀆺＝POS
(α,β)m
P≤

m
(D).

由定理３可以看出,在定义了序贯三支决策下的优势Ｇ等

价关系的概率正域后,正域随着属性的增加而增大,当属性集

增加到最大时,概率正域也是最大的.

４　优势关系下的序贯三支决策的属性约简

本节在优势Ｇ等价关系中引入序贯三支决策模型,定义了

基于优势Ｇ等价关系的几种不同约简,进而给出相应约简算法

的步骤.

定义１２(优势关系下的正域及正域约简)[３]　设决策表

S＝(U,A,V,I),POSC(D)＝ ∪
１≤i≤k

P≤
C (Di)是决策属性D 关于

条件属性C 的正域.对于条件集C的子集B⊆C,如果POSB

(D)＝POSC(D),则称集合B 是优势关系下的正域协调集.

若B是正域协调集且B 的任意真子集都不是优势关系下的

正域协调集,则称B是优势关系下的正域约简.

类似于优势关系下的正域及正域约简,下面给出优势Ｇ等

价关系下的概率正域约简的定义.

定义１３(优势Ｇ等价关系下的概率正域约简)　设决策表

S＝(U,A,V,I),POS
(α,β)

R
≤
C

(D)＝ ∪
１≤i≤k

　P
(α,β)

R
≤
C

(Di)是决策属性D

关于条件属性集C 的概率正域.对于 Q⊆C,如果 POS(α,β)

R
≤
Q

(D)＝POS
(α,β)

R
≤
C

(D),则称 Q 是优势关系下的概率正域协调

集.如果Q是优势关系下的概率正域协调集,且Q 的任意真

子集都不是概率正域协调集,则称Q 是优势关系下的概率正

域约简.

类似于优势关系下的相容约简[３],下面给出优势关系下

的概率相容约简的定义.

定义１４(优势关系下的概率相容约简)　设决策表S＝
(U,A,V,I),对于Q⊆C,Q≠Ø,若COM

(α,β)

R
≤
Q

＝COM
(α,β)

R
≤
C

,则称

Q是优势关系下的概率相容协调集.若Q 是优势关系下的

概率相容协调集,且其任意真子集都不是优势关系下的概率

相容协调集,称 Q 是优势关系下的概率相容约简.其中,
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COM
(α,β)

R
≤
C

＝{xi∈U|p([xi]D|[xi]≤
C )≥α},p([xi]D|[xi]≤

C )＝

|[xi]D∩[xi]≤
C|

|[xi]≤
C|

.

徐伟华等[２２]已经给出了优势关系下的分布约简与最大

分布约简,相应地,我们给出优势关系下的概率分布约简与概

率最大分布约简的定义.

定义１５(优势关系下的概率分布约简与概率最大分布约

简)　设决策表S＝(U,V,A,I),对于Q⊆C,R≤
Q 是基于条件

属性集Q的偏序关系,RD 是基于决策属性的等价关系,定义:

η
(α,β)
R≤

Q
(S)＝{xi|xi∈U∧|[xi]≤

Q ∩[xi]D|
|[xi]≤

Q| ≥α}

μ
(α,β)
R≤

Q
(S)＝{|[x１]≤

Q ∩[x１]D|
|[x１]≤

Q|
,|[x２]≤

Q ∩[x２]D|
|[x２]≤

Q|
,􀆺,

|[xr]≤
Q ∩[xr]D|

|[xr]≤
Q|

}

其中,U/R≤
Q ＝{[xi]≤

Q|xi∈U},U/D＝{[xi]D|xi∈U}.

如果μ
(α,β)
R≤

Q
(S)＝μ

(α,β)
R≤

C
(S),则称Q 是S 的概率分布协调

集;如果Q是S 的概率分布协调集,且Q 的任意真子集都不

是概率分布协调集,则称Q为优势关系下的概率分布约简.

如果η
(α,β)
R≤

Q
(S)＝η

(α,β)
R≤

C
(S),则称Q 是概率最大分布协调

集;如果Q是概率最大分布协调集,且Q 的任意真子集都不

是概率最大分布协调集,则称Q 是优势关系下的概率最大分

布约简.其中,(１)μ
(α,β)
R≤

Q
(S)是决策表S在优势关系下的概率

分布函数;(２)η
(α,β)
R≤

Q
(S)是决策表S在优势关系下的概率最大

分布函数.

依赖函数用于刻画一个属性子集对于给定决策的依赖

度,在等价关系下,钱宇华等[１９]给出了一个粒度序P 关于决

策属性D 的依赖函数.类似地,我们定义优势关系下粒度

P≤
l 序关于决策D 的概率依赖函数.

定义１６(概率依赖函数)　令决策表S＝(U,A,V,I),则
粒度序P≤

l 关于决策属性D 的概率依赖函数定义为:

γ(α,β)
P≤

m
(D)＝

POSU
P

≤
m
(D)|

|U|
(６)

其中,POSU１

P≤ (D)是决策D 关于Ul 上粒度序P≤
l 的正域,０≤

γ(α,β)
P≤
l

(D)≤１.

定义１７　对于决策表S＝(U,A,V,I),其中A＝C∪D,

Q⊆C,∀a∈Q,则a在Q 的内重要度定义为:

SIG(α,β)
inner(a,Q,D)＝γR≤

Q
(D)－γR≤

Q－{a}
(D) (７)

其中,γR≤
Q
(D)＝

|POS(α,β)
R

≤
Q

|
|U|

.

定义１８　对于决策表S＝(U,A,V,I),其中A＝C∪D,

Q⊆C,∀a∈C－Q,则a在Q 的外重要度定义为:

SIG(α,β)
outer(a,Q,D)＝γR≤

Q∪{a}
(D)－γR≤

Q
(D) (８)

其中,γR≤
Q
(D)＝

|POS
(α,β)

R
≤
Q

|
|U|

.

算法１　优势Ｇ等价关系下的序贯三支决策属性约简算法

输入:决策表S;(α,β)＝{(α１,β１),(α２,β２),􀆺,(αl,βl)}

输出:优势Ｇ等价关系下的概率正域约简 Red(α,β)

Step１　Red(α,β)＝Ø,U１＝U,t＝１,Q１＝Ø,P≤ ＝Ø

Step２　如果 Ut＝Ø,或t≥|C|,则转Step７

Step３　a∈C－Qt

　{计 算 SIG(αt,βt)
outer (a,Qt,D),如 果 SIG(αt,βt)

outer (c,Qt,D)＝

max{SIG(αt,βt)
outer (a,Qt,D),a∈C－Qt}

　Red(α,β)＝Red(α,β)∪{c}

}

Step４　Qt＝Qt∪{c},P≤ ＝P≤ ∪{R≤
Qt

}

Step５　Ut＋１＝P
(α,β)t
P≤

Qt

(D)－P
(α,β)t
P≤

Qt

(D)

Step６　Qt＋１＝Qt,t＋１,转Step２

Step７　输出 Red(α,β)

该算法的主要思想是:在由属性Q１ 决定的最粗的造粒

空间中,删除属于概率正域和负域的那些对象,并获得新的论

域U２,再在通过添加条件属性决定的较粗粒度空间中,对于

更新的论域U２,在动态粒序P≤
２ 下,删除属于概率正域和负

域的对象,再次更新论域.重复此过程,直到已更新的论域变

成空集或者没有条件属性可以增加.其中,Step３是根据定

义１８计算的属性重要度由高到低依次添加条件属性集中的

属性到约简集中.

５　实验结果与分析

在一台PC机上进行实验,配置为 Windows７,３．２０GHz
CPU和内存８GB,编程软件为 Matlab７．１.对传统的优势Ｇ等

价关系下的正域约简和序贯三支决策下的正域约简两种方法

进行了比较,优势Ｇ等价关系下的序贯三支决策在添加新的条

件属性时不再对所有的对象进行处理,而是对上一级留下的

边界域进行处理,因此明显节省了计算时间.表２给出了实

验所需要的数据[２３].为方便起见,后文中用data１－data９ 来

表示这些数据集.

表２　实验数据

Table２　Datasets

数据集 样例个数 属性个数

Gotracktracks(data１) １６３ ８
Bupa(data２) ３４５ ７
Ecoli(data３) ３３６ ８

AutoMPG (data４) ３９３ ８
Backuplarge(data５) ２１２ ２８

IndianLiverPatientDatasetILPD(data６) ５８３ １１
Pima(data７) ７６８ ９

Statlog(data８) ６９０ １５
Yeast(data９) １４８４ ９

在此,选取了不同大小的数据集,样例个数从 １６３ 到

１４８４,属性个数从７到２８.本实验中更倾向于选择属性个数

较多的数据集,以便构造动态粒序,体现实验的效果.其中,

虽然有几个数据的大小比较相近,如data３ 和data４,但是它们

的属性类型不同,data３ 为数值型数据,data４ 为混合型数据.

表３列出了在９组数据集上的优势Ｇ等价关系下的传统

粗糙集方法和序贯三支决策的计算时间、所得属性约简和缩

减比(所提方法的运行时间相对于传统方法减少的比率).由

本文所提算法可以看出,该算法是根据属性的重要度将候选

的条件属性依次添加进约简中,直至在动态粒序下的边界域

为空集.这就说明所得到的属性约简保持了原决策表的辨识

能力,也就是保留了决策表中最重要的信息.对于原决策表

的属性集所能辨别的样例对,约简后的决策表也可以辨别.

在这种情况下,我们认为约简属性集越小越好.
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表３　约简时间结果比较

Table３　Comparisonofreductiontime

数据集
原始

属性

传统方法

约简后

的属性
时间/s

序贯三支决策方法

约简后

的属性
时间/s

缩比率

/％

data１ ８ ６ ０．９５６５１ ６ ０．５１９５ ４５．６８
data２ ７ ６ ３．４４００ ６ ３．４４００ ２４．４１
data３ ８ ６ ３．９９９８ ５ ３．３１２６ １７．１８
data４ ８ ６ ４．８７８３ ６ ２．３４４７ ５１．９３
data５ ２８ １６ ５．９６７３ １３ ３．９４５５ ３３．８８
data６ １１ １０ １４．４６４８ ９ ７．４９５８ ４８．１７
data７ ９ ８ ２１．７７９２ ７ １５．５９７８ ２８．１８
data８ １５ １３ ２８．６４８８ ９ １０．４７５１ ６３．４３
data９ ９ ８ １７２．１６９４ ８ １５８．７１７３ ７．８１

由表３可以得知:优势Ｇ等价关系下的序贯三支决策比传

统的优势Ｇ等价关系粗糙集的计算时间短,而且其中一些数据

约简后的属性比传统方法约简后的属性还要少,例如data１,

data３,data４,data５ 和 data６ 中.上述结果中,参数取值分别

为:α＝０．８,β＝０.

下面从中取出６组数据来研究阈值对正域的影响,如

图１所示,横轴表示添加的属性个数,纵轴表示正域中所

含样例的个数.其中,设置α＝０．７,０．８,０．９,１.显然,概

率正域的大小随着属性的增加而均匀增加.如图１所示,

概率正域(α＝０．７)中对象的数目比其他(α＝０．８,０．９)的数目

多得多.概率正域(α＝１)中对象的数量最少.通常,α越大,

概率正域的大小越小,当α变小时,其迅速达到概率正域的最

大值.

(a)AutoMPG数据 (b)Backuplarge数据

(c)Ecoli数据 (d)Gotracktracks数据

(e)InidanLiverPatientDatasetILPD数据 (f)Pima数据

图１　概率阈值对正域的影响

Fig．１　Effectofprobabilitythresholdonpositiveregion

　　结束语　为处理带有偏好值的信息系统并提高约简效

率,定义了优势Ｇ等价关系下的概率粗糙集模型和序贯三支

决策模型,给出了新的序贯三支决策的概率正域;建立了

优势关系下的序贯三支决策的属性约简、相应的属性重要

度以及相应的属性约简的算法,并在 UCI数据集中验证了

方法的有效性.

在以后的 工 作 中,将 进 一 步 研 究 成 本 结 构 和 粒 度 级

别,并研究不同的动态粒序下基于优势关系的属性约简方

法.今后的工作中还考虑研究动态信息系统中的相关属

性约简方法.
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